Resolu¢do do Exame Matematica A — cédigo 635 — 12 fase 2018

1.1.(B)
_ 10 1\6 3\*
P="%(;) (3)
1.2.(B)
Como f é continua em [0; 2] e diferenciavel em ]0; 2[, pelo teorema de Lagrange, existe
c €]0; 2[tal que %ﬁ(o) = f"(c).

2
f@-1©

Como 0 < f'(c) < 9entdo 0 < o < 9. Podemos entdo concluir observando que

0< @D~

>0 <90<f2Q)-1<181<f(2) <19

2.1.
aﬁ)@ﬁ = ||@75|| ||aﬁ||.COS(Q—15 “Eﬁ) =4 X 4 X cos(120°) = -8
2.2

O ponto P é o ponto de intersegdo entre a reta PS, perpendicular ao plano PQR e que passa em
S, com o plano PQR. Como a reta PS é perpendicular a PQR entdo o vetor de coordenadas
(2,3,—1), sendo normal ao plano PQR, é também diretor da reta PS.

Assim, uma equagdo vetorial da reta PS é (x,y,z) = (14,5,0) + k(2,3,—1),k € R e, como
P pertence ao plano PQR, as coordenadas do ponto P obtém-se resolvendo o sistema seguinte:

x =14+ 2k x =14 + 2k
y=5+3k kERo y =5+ 3k KeR
z=—k 7z ==k

2x+3y—z—-15=0 2(14+2k) +3(5+3k)— (k) —-15=0

x =14+ 2k x =10

1Z:_k ,kER {7 7 logo P(10,-12)

4k + 9k + k =—-28-15+15 k=-2

Assim, PS = S — P = (14,5,0) — (10,—-1,2) = (4,6,—2) e ||PS|| = /4% + 62 + (=2)2 = /56
Entdo a area lateral do prisma é iguala A = 6 X (4 x V/56) = 24/56

Resposta: A = 179,6 unidades de area (aprox. décimas)

2.3.

6 2 . .
P = oG, 75 Resposta: P = 0,03 (aprox. centésimas)

3.1. (D)

P, X P, X Pg = 1935360

3.2,

Sejam os acontecimentos: E “o0 aluno estuda Espanhol” e | “O aluno estuda Inglés”
De acordo com os dados do problema, P(EUI) =4P(ENnI) e P(E) = P(I)

Assim, como



P(E)+P()—P(ENI) =4P(ENI) o 2P(E) =5P(ENI) & %P(E) =P(END

P(END) _ éP(E) _2

podemos concluir que P(I|E) = P(E)  P(E) 5

=04

Resposta: P(I|1E) = 40%

4. 07

. 1
De acordo com o enunciado, L = 51 eR=21 =

Logo I(1 —2).e 34 = %I o que é equivalente a P

_ 1 -
(1—-21)%.e734 = ~ porque | é ndo nulo. 04

(Ver observacgao) 03

Determinamos a abcissa do ponto de intersecdo dos 02

graficos das fungdes definidas por:
0.1

y1=0-x)%e3 e y, =

N =

v

Resposta: xp = 0,075

Observacéo 1
No enunciado é indicado explicitamente para néo justificar a validade do resultado obtido na calculadora.

Porém, para que este problema figue com uma resolu¢do matematicamente aceitavel sera necessario
apresentar alguma justificacdo como a que se aponta em i), ii) e iii).

i. Comecemos por verificar que a equagdo tem pelo menos uma solugdo:

Seja f a fungdo definida em [0,1] por f(1) = (1 — 1)6.e~3% —%

Como esta fungdo é continua no dominio ([0,1]) pois é a diferenca de duas fungGes continuas (o
produto de uma fungéo polinomial pela composta de uma fungdo exponencial com uma polinomial
e uma fungdo constante), estamos em condi¢cbes de aplicar o teorema de Bolzano-Cauchy nesse
intervalo..

Como f(0) =1 —% = %e f@) = —%, tendo-se f(1) <0 < f(0) entdo, pelo teorema de Bolzano-
Cauchy, existe um numero real c¢ no intervalo 10,1[ tal que f(c) = 0, ou seja, é garantida a

A ~ . _ 1
existéncia de pelo menos uma solugéo para a equagdo (1 — 1)®.e~34 = >

ii. Sabendo que a solugdo existe, provemos que ela é unica:
Sendo f(2)= (1 —21)%.e73% — % , averiguemos o sinal da fungdo derivada f'.

f(A)=(=3(1—2) —6(1 — 1)°®).e 34 énegativa em ]0,1[, pelo que f é decrescente no intervalo
[0;1], concluindo-se assim que a equagdo tem uma unica solugdo nesse intervalo.

iii. Assegurada a existéncia de uma Unica solug@o, fard sentido entdo procurar determinar uma
aproximagdo da mesma, tal como é pedido, recorrendo a calculadora grdfica. Para garantirmos que
a solugdo fornecida pela calculadora corresponde a aproximagdo pedida basta notar que os valores
de f em dois pontos, um a esquerda e outro a direita de 0,075, a uma disténcia inferior a 0,0005 (por

exemplo 0,0746 e 0,0754) sdo respetivamente superior e inferior a % Com efeito, aplicando de novo

o teorema de Bolzano-Cauchy, concluimos que a solugéo unica procurada estd entre 0,0746 e 0,0754
sendo portanto igual a 0,075, arredondado ds milésimas.



5. (B)
z = ()10 = ¢!10% = ¢os(10x) + isen(10x). Entdo Im(z) = sen(10x) e Re(z) = cos(10x)

Finalmente, Im(z) = éRe(z) < sen(10x) = %cos(Zx) & tg(10x) = % no dominio
considerado.

Resposta: Utilizando a calculadora, x = 0,03 (aprox. centésimas)

6.

a+18 _ a+6

Como a sucessdo € uma progressdao geométrica (de termos ndo nulos), e = o OQue é

equivalente a equacdo a (a + 18) = (a + 6)2.

Esta equagdo tem como solugdo Unica a = 6. Assim a razao da progressdo geométrica é igual a
at+6 _ 12
r=7=?=2peloque

1-27

7573

Xu; <381 =127Xu; o uy, =3

Resposta: O primeiro termo da progressao é 3.
7.(0)
8.1. (4)

Um vetor diretor da reta é (2, —1,0) e de entre as diversas opgdes propostas apenas o ponto
(3,0,3) pertence a reta.

8.2. (4)
1) + ( 1)_7‘[+27T_7T[
arcsen arcos 5)=3t3 =%
9.
23-V3i5 2/3-v3i' (2V3-+3i)(1-2i)) -5V3i _ i
1+2i 1+20  (+20-29 5 V%
. 23-V3i® . =
Logow =1 +—1+2i =1-—+/3i
, 2
lw| = [1%2 + (—\/g) = 2ef étal que tgh = —V/3 e, como o afixo de w pertence ao quarto
gudrante, 6 = —g, a menos da adi¢cdo de um multiplo inteiro de 2m.

. TT.
O complexo w exprime-se na forma trigonométrica porw = 2 e!3)

. TT.
Sabe-se que se w; = 2¢e'C3) ¢ uma das raizes quartas de um complexo z entdo a raiz

i(—5+2) i@
consecutiva de argumento superior é dada por w; =2 e 32’ ,0ouseja, w; =2e ‘6
Esta raiz é a solucdo pretendida pois o respetivo afixo pertence ao primeiro quadrante.
10.1. (D)

Para que o produto seja nulo é necessario e suficiente que um dos nimeros seja nulo.

1 3 1
P(XZO):ZX§X2:§



10.2. (D)
. (nr\ K\ &
lim (25) =lim (1+5) =e
e ., ~ ~ X ~ ek k-1
Como o limite é solucdo da equacdo In (E) = 3 entdo In (?) =3 1n(e ) =3ok=4
11.Comoa > lentdolna > 0

(1) processo

1 1 1 1 4
a* > bx & In(a*) > ln(bf) < x.lna = ;.lnb < x.lna 2;.4lna < Ina. (x—;) >0

(:)x_iz()@xz_‘l'zo x —0 -2 0 2 +o0
x x x:—4 + 0 - - - 0 +
x - - 0 + + +
X - 0 + n.d - 0 +
© x € [-2,0[U[2,+oo] x?—4

(1) Processo
Inb
1nb=4lna<:>m=4<:)logab=4<:>a4=b

1 1 4 2_
eax2b§®ax2(a“)E@axZaiﬁxzzﬁx—§20@x7420<:}xe[—2,0[U[2,+00[

Utilizando o quadro de estudo de sinal do processo (l).

12.1. (A)

e?x 1

-1
g(x) =0 ( 4x OAx < 0) v (2—sen(2x)
e =1Ax<0e©x=0Ax<0 (condigdo impossivel)

=0/\x20)©e2x—1=0/\x<0<:)

12.2.
i . ezx—l_l_ e?*—-1 1 _ e?—1 1 1 1 1
A g = lim —p— = lim (x5 = i\ X T X5 =

aplicando a mudanga de varidvel y = 2x.

1 1
li = lim ———=-—
o 9(0) s 2—sen(2x) 2

_

9(0) =3
Conclusdo: g é continua em x = 0 porque xlir(r)l_g(x) = lir(r)l+ gx) =g(0)
- x—

12.3.

1 )' _ —1(=2cos(2x))  2cos(2x)

99 = <2 —sen(2x)/ (2- sen(Zx))2 - (2- sen(2x))2



gx) =0 (2cos(2x) =0A2—sen(2x) # 0) Ax €10, 7]

s
& cos(2x) = 0Asen(2x) #2Ax €]0,7t] & 2x =§+k.n,kEZ/\xE]0,Tr]

7T+kﬂkeZ/\ € 10, ] 7Tv 3m
ox=—+k.—=, T ©x=— =—
x=7 3 X T x=,vx=—
X 0 n 3n s
4 4
2cos(2x) + 0 - 0 + 2
(2- sen(2x))2 + + + + + 4
g'(x) + 0 - 0 + 0,5
| 3 2
g € crescente em ]0, %] eem [%ﬂ n] e é decrescente em E,%ﬂ]

S . 1 . . 3
Tem dois maximos relativos: g (%) =leg(n) = > € um minimo relativo g (Tn) ==

13. (B)

. . . 1 N . , .
11m+f(x) = 11m+ = 11m+ serr = 1, logo ndo existe assintota verticalem x = 0
x—0 x—-0% senx  x-0t ——

Y Y

xll)r}g_ fx) = om —oF = T, logo x = m é assintota vertical.
14.
l n(2 = In2+1 l In2-1
Tem-se que P (a, ﬂ) e Q (Za, n a)) ,logo PQ = (a, nering _ ﬂ) = (a, - na)
a 2a 2a a 2a

O triangulo é isdsceles se e s6 se a reta PQ tiver declive igual a 1. Note-se também que

In2—Ilna

20 _ In2—Ina _
a =le 2a? =1
Seja f a fungdo definida em E, 1] por f(x) = ln:énx

. , .. (1 . . ~ ,
Como esta fungdo é continua no dominio ([5 1]) pois é o quociente de fungGes continuas,

estamos em condi¢des de aplicar o teorema de Bolzano-Cauchy.

f(3) =22 =4in2 = In16 e f(1) = =2 = InV2

N | R

Ora, tem-se que Ine = 1 e InV2 < In2 < Ine < In16 porque a funcdo logaritmica de base e é
crescente, ouseja, InV2 <1<nl6 e f(I)<1<f G)

Entao, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, existe um valor de a no intervalo E, 1[ tal que

f(a) = 1, ou seja, é garantida a existéncia de um valor de a para o qual o tridngulo é is6sceles.



